Teoria Miary i Catki

Bartosz Kwasniewski

Wyktad 13

Przechodzenie z granicg pod catke,
Catka Riemanna vs Catka Lebesgue'a
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Niech (X, F, 1) przestrzen z miara.

Twierdzenie o zbieznosSci monotonicznej

)({f}f/f()>:> fdu—llm/fdu

fel(p)—= lim [ fdu<oo

) (RS0 o [ o= tim_ [ o

fo N\ f f€£(u)<:>n|Lm Jx fadp > —oc0

Dowdd: i) To w zasadzie Tw. Leviego. Rzeczywiscie, zauwazmy, ze
0<fi—fi /F—f =24 lim [\ f—fidu=[}f—fdp
<:>n|i_>n;0fxf,,du—fxﬁdu:fxf—ﬂdu

Zatem f € L(p) <= f —fi e L(p) <= [y —hdp < o0 <=
lim [y f, dp < oo. Ponadto, jesli to zachodzi to
n—oo

Jim Jx fadp =[x fdu

i) wynika z i) poprzez przejscie od {f,}°°,, f, do {—f,}72,, —f.

PO



Twierdzenie o zbieznosci zmajoryzowanej
fe L(n), {fa}ols € L(1)

<V,, |fn|f<g$£(ﬂ) > — fod,u: lim fxfndu

a nawet nll_)rT;ofX|fn— fldu=0

Dowdd: Skoro |f| =| lim f,| = lim |f)| < gig e L(n), to
fel(p) {f}s2; € L(x) na mocy Lem Wyktad 10. Ponadto

lfp— I < || +|f| <28 =2g—|fh—f| >0
Zatem mozemy zastosowaé Lemat Fatou do ciagu 2g — |f, — f|. Stad

. Fatou

Ix2gdu= Jx2g— lim |f,—fldu < liminf [, 2g —|f, — f| du
= ||an_1>|or<1)ffX 2gdp— [y |fo—fldu= [, 2gdu— I|,rersOL:>pr |fn — f| du.
skracajac obie strony przez [, 2g du otrzymujemy

0 < —limsup [y |fp — f|dp <= limsup [, |f, — f|dp =0

<:>nh_)ngofx|f,,—f|du:0.
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Z lim [y |f,—fldu=0wynika, ze lim [, fodu= [, fdu, gdyz

| [ fadu— [y fdul =1 [y fo—fdu| < [y |fo—fldp— oc. |
Uwl. Jeéli |im fx |f, — f| diu = 0, to méwimy, ze f, zbiega do f w
normie L' lub w pierwszym momencie.
Uw2. Poprzednie Tw pozostajg prawdziwe jesli zbiezno$¢ punktowa

zastapi¢ zbieznoscia prawie wszedzie! Rzeczywiscie, jedli f, 25 f oraz
Xo = {x: fo(x) = f(x)}, to fo|x, — flx, oraz on fodu = fX fodu.

Uw3. Na ogét nie mozemy wejs¢ z granica pod catke, patrz Wyktad 9. |

Prz. Niech (X, F, u) = ([0,1], B([0,1]), A) oraz f, = nlq 1/, Wtedy
f,— 0 oraz f[OI]f,,d)\:n-A((O,l/n]):n-l/nzl.
Zatem

Iim/ f,,d)\:17é0:/ lim f,dA\.
=0 Jio,1] [0,1] "—°

W szczegélnosci, nie istnieje catkowalna funkcja majoryzujaca ciag {fn}., ;



Poréwnanie catki Lebesgue'a z catka Riemanna
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If only | had the Theorems!
Then | should find the

proofs easily enough.

29

- Bernhard Riemann

Ciche dzwieki kredy piszacej po tablicy ...
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