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Wykªad 13

Przechodzenie z granic¡ pod caªk¦,
Caªka Riemanna vs Caªka Lebesgue'a
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Niech (X ,F , µ) przestrze« z miar¡.

Twierdzenie o zbie»no±ci monotonicznej

i)

(
{fn}∞n=1

⊆ L(µ)
fn ↗ f

)
=⇒


∫
X
f dµ = lim

n→∞

∫
X
fn dµ

f ∈ L(µ)⇐⇒ lim
n→∞

∫
X
fn dµ <∞


ii)

(
{fn}∞n=1

⊆ L(µ)
fn ↘ f

)
=⇒


∫
X
f dµ = lim

n→∞

∫
X
fn dµ

f ∈ L(µ)⇐⇒ lim
n→∞

∫
X
fn dµ > −∞


Dowód: i) To w zasadzie Tw. Leviego. Rzeczywi±cie, zauwa»my, »e

0 ¬ fn − f1 ↗ f − f1
Levi
=⇒ lim

n→∞

∫
X fn − f1 dµ =

∫
X f − f1 dµ

⇐⇒ lim
n→∞

∫
X fn dµ−

∫
X f1 dµ =

∫
X f − f1 dµ

Zatem f ∈ L(µ)⇐⇒ f − f1 ∈ L(µ)⇐⇒
∫
X f − f1 dµ <∞⇐⇒

lim
n→∞

∫
X fn dµ <∞. Ponadto, je±li to zachodzi to

lim
n→∞

∫
X fn dµ =

∫
X f dµ

ii) wynika z i) poprzez przej±cie od {fn}∞n=1
, f , do {−fn}∞n=1

, −f . �2 / 5



Twierdzenie o zbie»no±ci zmajoryzowanej

(
∀n |fn| ¬ g ∈ L(µ)

fn → f

)
=⇒


f ∈ L(µ), {fn}∞n=1

⊆ L(µ)∫
X
f dµ = lim

n→∞

∫
X
fn dµ

a nawet lim
n→∞

∫
X |fn − f | dµ = 0


Dowód: Skoro |f | = | lim

n→∞
fn| = lim

n→∞
|fn| ¬ g i g ∈ L(µ), to

f ∈ L(µ), {fn}∞n=1
⊆ L(µ) na mocy Lem Wykªad 10. Ponadto

|fn − f | ¬ |fn|+ |f | ¬ 2g =⇒ 2g − |fn − f |  0

Zatem mo»emy zastosowa¢ Lemat Fatou do ci¡gu 2g − |fn − f |. St¡d∫
X 2g dµ =

∫
X 2g − lim

n→∞
|fn − f | dµ

Fatou
¬ lim inf

n→∞

∫
X 2g − |fn − f | dµ

= lim inf
n→∞

∫
X 2g dµ−

∫
X |fn− f | dµ =

∫
X 2g dµ− lim sup

n→∞

∫
X |fn− f | dµ.

skracaj¡c obie strony przez
∫
X 2g dµ otrzymujemy

0 ¬ − lim sup
n→∞

∫
X |fn − f | dµ⇐⇒ lim sup

n→∞

∫
X |fn − f | dµ = 0

⇐⇒ lim
n→∞

∫
X |fn − f | dµ = 0.
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Z lim
n→∞

∫
X |fn − f | dµ = 0 wynika, »e lim

n→∞

∫
X fn dµ =

∫
X f dµ, gdy»

|
∫
X fn dµ−

∫
X f dµ| = |

∫
X fn − f dµ| ¬

∫
X |fn − f | dµ→∞. �

Uw1. Je±li lim
n→∞

∫
X |fn − f | dµ = 0, to mówimy, »e fn zbiega do f w

normie L1 lub w pierwszym momencie.

Uw2. Poprzednie Tw pozostaj¡ prawdziwe je±li zbie»no±¢ punktow¡

zast¡pi¢ zbie»no±ci¡ prawie wsz¦dzie! Rzeczywi±cie, je±li fn
pw→ f oraz

X0 := {x : fn(x)→ f (x)}, to fn|X0 → f |X0 oraz
∫
X0

fn dµ =
∫
X fn dµ.

Uw3. Na ogóª nie mo»emy wej±¢ z granic¡ pod caªk¦, patrz Wykªad 9.

Prz. Niech (X ,F , µ) = ([0, 1],B([0, 1]), λ) oraz fn = n1(0,1/n]. Wtedy

fn → 0 oraz
∫
[0,1] fn dλ = n · λ((0, 1/n]) = n · 1/n = 1.

Zatem

lim
n→∞

∫
[0,1]

fn dλ = 1 6= 0 =

∫
[0,1]

lim
n→∞

fn dλ.

W szczególno±ci, nie istnieje caªkowalna funkcja majoryzuj¡ca ci¡g {fn}.4 / 5



Porównanie caªki Lebesgue'a z caªk¡ Riemanna

Ciche d¹wi¦ki kredy pisz¡cej po tablicy ...
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